Transformation de Fourier homogene 

by Gerard Laumon* 



Dans leur demonstration de la correspondance de Drinfeld-Langlands [1], Frenkel, 
Gaitsgory et Vilonen utilisent la transformation de Fourier geometrique, ce qui les 
obligent soit a supposer que le corps de base est de caracteristique et a travailler 
avec les D-Modules, soit a supposer qu'il est de caracteristique p > et a travailler avec 
les faisceaux £-adiques. En fait, il n'utilisent cette transformation de Fourier geometrique 
que pour des faisceaux homogenes pour lesquels on s' attend a avoir une transformation de 
Fourier sur Z qui prolonge la transformation de Radon geometrique etudiee par Brylinski 
dans [2]. 

L'objet de cette note est de proposer une telle transformation de Fourier. Je remercie 
Bourbaki de m'avoir donne I'occasion de reflechir a ce probleme en preparant un expose 
a son seminaire [3]. Je remercie aussi L. lUusie pour son aide durant la redaction de cette 
note. 

1. La transformation de Fourier homogene 

1.1. Soient S un schema et n : V S nn fibre vectoriel de rang constant r sur S. Le 
S'-schema en groupes multiplicatif Gm,5 agit par homothetie sur V et on pent former le 
S'-champ quotient _ 

V^V=[V/G^,s]^S 

de V par cette action. Rappelons que, pour tout ^S-schema U, un objet de la categorie 
V{U) est un couple (£, x) forme d'un fibre en droites £ sur U et d'un morphisme de 
Oc/-Modules x : £ — > Ou ®0s V ouV est ici considere comme un Og-Module localement 
libre de rang constant r. Le S'-champ V est algebrique, de type fini et lisse purement de 
dimension relative r — 1, et le morphisme quotient p est un Gm g-torseur represent able. 
Pour V = le fibre trivial de rang 1, on note yig le champ V correspondant. 
Soient tt^ : S le fibre vectoriel dual de n et 

I'accouplement canonique. Comme precedemment, on forme le 5'-champ quotient 
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et raccouplement ( , ) induit un S'-morphisme 

fi-.V^ xsV^As. 

Plus precisement, si U est un S'-schema, /j, envoie un objet ((M, y), (£, x)) de {V^ XsV){U) 
sur I'objet 

3Vt, (y, x) : £ (8)0^, M ^ 0[/) 

de AsiU). 

1.2. On fixe un nombre premier £ inversible sur S et une cloture algebrique de 
Q^. On suppose que 5" est de type fini sur un anneau regulier R de dimension < 1, de 
sorte que I'on dispose d'un formalisme £-adique des six operations de Grothendicck sur 
la categoric des S'-champs algebriqucs de type fini (cf. [4] et [5]). Pour tout S'-champ X 
de type fini, on dispose done des categories derivees D^{X,Qi) C -D^(X, Q^), avec : 

- des foncteurs 

/. :L»+(X,Q,)^D+(y,Q,), 

/!:D-(X,Q,)^D-(y,Q,), 

et _ _ 

pour tout 5'-morpliisme / : X — > ^ de S'-champs algebriques de type fini, les 
foncteurs /* et f\ respectant lorsque / est representable, 

- un foncteur «Hom interne » 

:Kom : 2?,"(X,Q,)°PP X i?±''^(X,Q,) ^ i?±'"(X,Q,), 

- un foncteur de dualite involutif 

Dx : i?±'^X,Q,)°PP ^ Df'^^iX.Q,) 

defini par 

Dx{K) ^ :Kom{K,e%[2d]id)) 

oil £ : X — > Spec(i?) est le morphisme structural et d{— ou 1) est la dimension de 
i?, 

- des isomorphismes canoniques de foncteurs Dx ° f* — f\° Dx et Dx of* = f'o Dx, 

- deux produits tensor iels internes echanges par la dualite. 



: Dt'\X,Qi) X Dt'\X,Qe) ^ Dt'\X,Qi), 

(Ki,K2) ^ Dx{Dx{K^)®Dx{K2)), 
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- un isomorphisme canonique %om{K, L) = Dx{K)(^L fonctoriel en {K,L) dans 
D,b(X,Q,)°PPxI^±.b(X,Q,). 

On dispose aussi de la sous-categorie strictement pleine Perv(X, Q^) C D^iX, Q^) des 
Q^-faisceaux per vers pour la fonction de dimension rectifiee introduite par M. Artin (cf. 
[6] et [7]). Si X est un schema de type fini sur S, rappelons que cette fonction est definie 
par 

S{x) = dim({p}) + deg.tr(K(x)/K(p)), Vx G X, 

ou p G Spec(i?) est I'image de x, {p} est I'adherence de {p} dans Spec(i?), k{x) est le corps 
residuel de x et «;(p) est le corps des fractions de R/p, et rappelons que K G ohD^{X, Q^) 
est un Q^-faisceau pervers si et seulement si, pour tout point a; G X, on a 

= (0), Vn > -d{x), et = (0)> < -d{x), 

ou ix '■ {x} ^ X est I'inclusion. 

La sous-categorie Perv(X, Q^) C Z)^(X, Q^) est stable par la dualite Dx et elle est 
noetherienne et artinienne (tous ses objets sont de longueur finie). 

1.3. L 'inclusion naturelle Gin,s ^ P^sse au quotient en une immersion ouverte 

P:S= [Gr^,s/G^,s] As. 

On note 

I'image directe totale du faisceau constant sur S par cette derniere immersion ouverte. 
Le theoreme de purete cohomologique nous donne un triangle distingue 

dans D^{As,Qe), ou a : B{Gui,s) = [S/Gm,s] ^ ^5 est I'immersion fermee 
complement aire de 

Lemme 1.4. — (i) Pour toute section a : S' — > de Ag, on a 

hvMi = (0) 

ou V : Ag — a{S) ^ Ag est I'ouvert complementaire de I'image de la section et h : Ag — > S 
est le morphisme structural. 

(ii) On a un isomorphisme canonique 

c^*P*Qi ^ ^!Q^[i] 

ou g : S ^ -B(Gni,s) est le Gni,s-'torseur universel. 
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Demonstration : Commengons par Fassertion (i). Par le theoreme de changement de 
base propre, on peut supposer que S est le spectre d'un corps algebriquement clos, et 
done que a est un point ferme de (pour alleger la redaction, on supprime I'indice S 
des notations). II s'agit alors de demontrer que 

RV^{K\vMi) = (0), 
ou ce qui revient au meme par dualite, que 

i?r(A\^;!Q^) = (0), 

Or, on a le triangle distingue 

RT{K\ v^Qt) ^ RT{K\q^) ^ ^ 

ou la deuxieme fleche est la fleche de restriction a {a} C A-*^ et est done un isomorphisme, 
d'ou la conclusion. 

Demontrons maintenant Fassertion (ii). Pour cela considerons le triangle distingue 

dans D^^AsiQ.i) ^t appliquons lui le foncteur h\ pour le morphisme h : As = 
[Ag/Gm,s] — ^ [S/Gm,s] = B{Gm,s) qui est induit par le morphisme structural Ag — > S. 
On obtient le triangle distingue 

dans D^{B{Gm,s),Q(.)- Ce dernier triangle degenere en un isomorphisme 

puisqu'on a hp^Q^ = (0) d'apres la partie (i) deja demontree. □ 

Definition 1.5. — La transformation de Fourier homogene est le foncteur 

Fourv/5 : D^{V,Q£) ^ D-{V'',Q,) 

defini par 

Fomv /s{K) = pr/(pr* K n*^)[r - 1] 
oil pr^ et pr sont les projections canoniques de Xs V. 

Les immersions ouvertes V° ^ V et V'^° > V'^ des complementaires des sections 
nuUes des fibres vectoriels V et passent au quotient en des immersions ouvertes 

j : F{V) = V° = [F7Gm,5] V et : P(F^) = = [V'yG^^s] 
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ou F{V) et F{V^) sont les S'-fibres projectifs des droites de V/S et V"^ / S respectivement. 
Notons 

/ -.H^FiV"^) XsF{V) 

I'hypersurface d'incidence, quotient du ferme de V'^° XsV° d'equation (w, v) = 0. Notons 
enfin J : (P(F'^) XsF{V))-H ^ P(F'^) X5P(y) Timmersion ouverte complementaire du 
ferme H. Comme H est un diviseur lisse sur S dans un schema lisse sur S, une nouvelle 
application du theoreme de purete donne un triangle distingue 

Q^[2r - 2] ^ J*Q^[2r - 2] ^ /,Q^[2r - 3](-l) ^ 
dansDb(p(yV) X5P(F),Q^). 

Proposition 1.6. — Le foncteur compose 

(i^)* oFourv/5oj! : D^{F{V),Qi) ^ D- {F{V''),Qi) 
n'est autre que le foncteur 

K ^ pr/(pr* K ® J*Q^)[r - 1] 

ou pr^ et pr sont maintenant les deux projections canoniques de F(y^) Xg F(y), et on 
a un devissage fonctoriel en K & ob-D^(P(V), Q^), 

(7f^°)*(7f°),ir[r - 1] ^ (i^)* Youry/sim ^ Radp(^)/5(K)(-1) ^ 
ou 7f^° : F(y^) S etW°: F{V) S sont les morphismes structuraux et oil 

Radp(y)/s : D^^{F{V)Mi) ^ D'^^{F{V^)Mi) 
est la transformation de Radon geometrique (cf. [2]) definie par 

Radp(v)/s(K) = g!g*K[r-2] 

ou q^ : H ^ FiV'^) et q : H ^ F{V) sont les restrictions d H des deux projections 
canoniques. 

Demonstration : Comme la restriction du morphisme : Xs V ^ A k I'ouvert 
P(V^) X5 F{V) est lisse, on a 



par le theoreme de changement de base par un morphisme lisse, d'oti la premiere assertion. 
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Compte tenu de cette premiere assertion, on deduit du triangle distingue precedant 
I'enonce de la proposition un triangle distingue 

piY pr* K[r - 1] ^ {j-^r Fomy/sUiK) ^ pr^(pr* K (g) /,Q,)[r - 2](-l) ^, 

d'oii la seconde assertion puisque prj^ pr* = (7f^°)*(7f°)! d'apres le theoreme de change- 
ment de base propre. □ 

Soient W ^ S un deuxieme fibre vectoriel de rang constant s et f : V ^ W un 
morphisme de /S- fibres vectoriels de transpose V • — > V'^ . Par passage au quotient 
on a des 5'-morphismes, notes encore / et ^f, 

/ : V W et V : ^ V^. 

et on verifie, comme on le fait pour la transformation de Fourier-Deligne [8], le lemme 
suivant. 

Lemme 1.7. — On a un isomorphisme canonique de foncteurs 

Fourw/5 ofi ^ CfT o Fourv/s[s - r]. □ 

En particulier, si i : -B(Gm,s) ^ V et : S(Gm,s) ^ sont les immersions fermees 
complementaires des immersions ouvertes j et et si on note encore tt : V — * B{G^^s) 
TT^ : ^ B{G^^s) les morphismes representables induits par les projections canoniques 
n : V ^ S et ^ S, on a 

Fourv/5 0*! = (tt^)* oFourB(G^^^)/5[r] 

et 

Foutb{g^,s)/s°t^\ = (i'^T oFouTv/s[-r]. 
Proposition 1.8. — La transformation de Fourier homogene 

est le foncteur d'inclusion de D^{B{Gm.,s), Qt) dans D~{B{Gm,s), Qt)- 

Demonstration : Par definition, on a 

FomBiG^,s)/s{K) = pr^(pr* K ® iy*a*^)[-l] 

ou pr^ et pr sont les projections canoniques de B{G^,s) Xs B{Gm,s) et oii : 
B{Gin,s) xs B{Gyn,s) -B(Gm,s) envoie tout couple de fibres en droites (M, £) sur 
le fibre en droites £ ® M®~^. De plus, on a un isomorphisme 
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d'apres 1.4(ii). Enfin, on a le carre cartesien 

B{Gr^,s) > S 

□ 

ou A est le morphisme morphisme diagonal et e est le morphisme structural. 

Appliquant le theoreme de changement de base propre a ce carre et la formule des 
projections, on obtient que 

pr^(pr* K ® u*giMi) = pr/(pr* K ® A.Q^) = K, 

d'oii la proposition. □ 

CoROLLAiRE 1.9. — L 'image essentielle de la transformation de Fourier homogene 
Fourv/5 est contenue dans la sous-categorie pleine D^(V^ / SjQg) de D~('V^/S', Q^). 

Demonstration : Tout K e ob (V/S', Q^) admet le devissage 

jij*K ^ iJ*K ^, 

de sorte que Fourv/5 (i^) admet le devissage 

Fourv/s ^ Fourv/s(i^) ^ Fourv/sii\i* K) 

et que Fourv/5(j!j*i^) admet a son tour le devissage 

jrU'^TFomv/sUifK) ^ Fourv/sOiri^) ^ i^^ii^TFouiv/sUifK) ^ . 

D'apres la proposition 1.6, (j^)* Fourx> / s K) est a cohomologie bornee et, d'apres le 
lemme 1.7 et la proposition 1.8, il en est de meme de 

FouTv/s{iii*K) = (7^^)*FourB(G^,,)/5(^*i^)M = (7r^)*rK[r] 

et de 

(z^)* Fourv/5(j!j*i^) = Fours(G^ ,)/s(7r,j,rK) = 7T?rK[r] 
oil 7r° = TT o j : F{V) d'ou le coroUaire. □ 

2. Relation entre les transformations de Fourier homogene et de Fourier- 
Deligne 



2.1. Supposons dans cette section que S est de caracteristique p > et fixons un 
caractere additif non trivial ip : ¥p ^ . 

La transformation de Fourier-Deligne associee kV/S et kip (cf. [8] et [9]) est le foncteur 

Four^/5,^ : D^{V,Q,) ^ D^iV'^Me) 

defini par 

Fonrv/sAK) = pr/lpr^K® (, )*£^)[r] 
oil pr^ et pr sont les projections canoniques de V"^ V, oii 

est Faccouplement canonique et oii JCj^ est le Q^-faisceau lisse de rang 1 d'Artin-Schreier 
sur associe au caractere ip. 

Theoreme 2.2. — Les foncteurs composes 

(p^)* oFourv/5 et Four^/5,^op* : D^{V,Qe) ^ D^iV'Mi) 

sont canoniquement isomorphes. 

Demonstration : Faisons agir Gm,s sur X5 V de maniere anti-diagonale {t- {w, v) = 
{t~^w,tv)). On a le diagramme a carres cartesiens 

V^XsV > V 



□ R 



□ 



pr^ pr 

Oil R est le morphisme quotient, et ( , ) : ^ se factorise en 

Une application du theoreme de changement de base pour un morphisme representable 
propre montre que, pour tout K e obD^ (V, ' 



Fourv^/5,^(p*K) = (p^)*pf;^(pf*K® (, ) i:^)[r]. 

En termes images, le transforme de Fourier-Deligne d'un complexe 5 -equi variant est 
aussi Gni,5-equi variant. 
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Maintenant, Xg V est le quotient de [(V^ X5 V)/Gni,s] par Faction de Gai,s induite 
par celle par homothetie sur le facteur V de x 5 F . Si on note 

F xsV)/G^,s] --V^ xsV 

le morphisme quotient, les morphismes pr et pr^ introduits ci-dessus se factorisent par 
F en les projections canoniques pr et pr^ de X5 V. Par suite, une application de la 
formule des projections nous donne un isomorphisme canonique 



pr/(pr*K®(,) L^)[r]^pTr{pr*K®Fi{,) L^)[r]. 



Calculous enfin F\{, ) L^. On a le carre cartesien 



□ 

XsV > As 

oii / : — s> [Ag/Grn,s] = As est le morphisme quotient. En appliquant de nouveau le 
theoreme de changement de base propre, on obtient done un isomorphisme canonique 



On conclut par le lemme 2.3 ci-dessous. □ 

Lemme 2.3. — Le complexe j3* f\L^ est canoniquement isomorphe au faisceau constant 
Qi sur S, place en degre 1, et le morphisme d'adjonction /i^^ — >■ (3^(3* f\£j^ est un 
isomorphisme. Par suite, le complexe f\£j^[l] est canoniquement isomorphe au complexe 
^ = /5*Q^ defini en 1.3. 

Demonstration : Si h : Ag — > S est le morphisme structural, il est bien connu que 
hiHtij = (0). Par suite, P*f\L^, qui est I'image directe par le morphisme structural 
*Sm,s — >^ de la restriction a Gm,s C A^ de est canoniquement isomorphe a Q^f— 1]. 

Le cone de la fleche d'adjonction /i^^ (3^,(3* f\L^ est le complexe a'/iL^fl] et 
il nous reste a demontrer que ct'/iL^ = (0), ou ce qui revient au meme par dualite, 
que a*f^£j^-i — (0). Pour cela, on pent se restreindre a A^ par le morphisme lisse 
/ : A^ — > As- Comme le carre 



pr 



A^ 



— > Al 



□ 



As 
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est cartesien, une application du theoreme de changement de base lisse nous ramene done 
a verifier que 0* pr^ (a;t) = (0), oii pr est la projection canonique sur le premier 
facteur de X5 Gm,s et : ^ — > est la section nulle. 
Compactifions pr en 



pr 




A^ 



le ferme complement aire de A^ X5 Grn,s dans A^ X5 etant la reunion disjointe des 
images des deux sections evidentes A^ — > A^ x 5 P^, x 1— {x, 0) et x 1-^ (x, 00). 

Rappelons que le systeme local £^-1 (xt) sur A^ x 5^01,5 C Ag x gP^ se prolonge en un 
systeme local, encore note £^-1 {xt), sur A^ X5 A^ C Ag xgP^, et que les prolongements 
par zero et par image directe totale de ce dernier systeme local a A^ x 5 P;^ tout entier 
coincident (cf. la demonstration de (2.4.1) dans [9]). 

Si on note Zi^-i{xt) ces deux memes prolongements, on a un triangle distingue 

W* ^^-i{xt) pr^ £j^-i{xt) Q^[-l](-l) 
dans D^{Ag, Q^), et done un triangle distingue 

0*pr,Z;^-i(a;t) ^ 0* pr, £^-i(a;t) ^ Q^[-l](-l) ^ 
dans (S*, Q^), et il ne reste plus qu'a verifier que le fieche de bord 

est un isomorphisme. Mais, par le theoreme de changement de base propre, cette fleche 
n'est autre, a un decalage pres, que I'inverse de I'isomorphisme trace 

d'oii la conclusion. □ 

2.4. II resulte du theoreme 2.1 que, si S est dc caracteristique p > 0, la transformation 
de Fourier homogene est involutive, commute a la dualite et induit une equivalence de 
la categorie des Q^-faisceaiix pervers sur V sur celle des Q^-faisceaiix pervers sur V^. 
Dans les deux sections qui suivent, nous allons donner une demonstration directe de ces 
proprietes et done voir qu'elles valent aussi pour S arbitraire. 

3. Involutivite de la transformation de Fourier homogene 
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Theoreme 3.1. — La transformation de Fourier homogene est involutive au sens ou 
le foncteur compose 

Fourvv/5oFourv/5 : D'^{V,Qi) ^ D^{V,Qi) 
est canoniquement isomorphe au foncteur K i— > K{—r). 

Avant de demontrer le theoreme, etablissons quelques proprietes du complexe ^ = 

Lemme 3.2. — Soient f : Ag — > As le morphisme quotient et v : Ag — a{S) ^ Ag 

I'ouvert complementaire de I'image d'une section a : S ^ A\, partout non nuUe. Le 
complexe l3* fiv^^Q^ est canoniquement isomorphe au faisceau constant sur S, place 
en degre 1, et le morphisme d'adjonction /!f*Q£ — > fiv^Qg est un isomorphisme. 
Par suite, le complexe fiv^Qill] est canoniquement isomorphe au complexe ^ = /?*Q^ 
defini en 1.3. 

Demonstration : Le complexe (3* fw^Qg est I'image directe a supports propres par le 
morphisme structural Gra,s — > du faisceau constant sur Gui,s ~ (^{S) prolonge par 
image directe totale a Gm,s tout entier. On a done bien P*f]V^Qi = Q^[— 1] d'apres 
I'assertion (i) du lemme 1.4. 

En raisonnant comme dans la demonstration du lemme 2.3, on voit qu'il nous reste 
a verifier que 0* pr^wiQ^ — (0) ou w est I'inclusion dans Gm,s de I'ouvert 

complementaire du ferme d'equation xt = a. 

Considerons la compactification partielle 

X5 G^,s A^ X5 {Fl ~ O(S')) 

pr 

A\ 



le ferme complementaire dc A^ xg Gm,s dans Ag. xg (P^^ — 0(5)) etant h}^ xs c>o{S). Si 
y = t~^ est la coordonnee affine a I'infini de P;^, le ferme d'equation = a de Ag XsGm,s 
se prolonge en le ferme d'equation x = ay de Ag Xg (P^ — 0(5")) = S[x, y], ferme qui est 
transverse au ferme A^ x^ oo{S) d'equation y = 0. Si on note w I'inclusion de I'ouvert 
{x 7^ ay} dans A^ X5 (Pg — O(S')) et u I'inclusion de {{x,y) e A^ X5 Gni,5 | x 7^ ay} 
dans {{x,y) e Ag Xs (P5 - O(S')) | x 7^ ay}, on a 

par la formule de Kiinneth, et on a done un triangle distingue 

pr* W]Qg pr^ w\Qg pr^ wiR^u^Qg[-l] 
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Or, on a 

d'apres l-4(i), et R^u^Qi est la faisceau Q^(— 1) sur la partie localement fermee Gui,s xs 
00(5') = {{x,y) e A^X5(P^-0(S')) \xy^O,y = 0}, de sorte que pr^ W!i?^M*Q^[-l] est le 
prolongement par zero de [—1] (—1) de Gin,s ^ ^s- suite, on a bien 0* pr^ wiQ^ = (0) 
et le lemme est demontre. □ 

Lemme 3.3. — On a 

h^,^ = (0) 

oil h : As — > "S" est le morphisme structural. 

Demonstration : Cela resulte immediatement des lemmes 3.2 et 1.4(1) puisque h = hof. 

□ 

Lemme 3.4. — Faisons agir Gm,s diagonalement par homothetie sur A| et soient 
q : [A|/Gni,s] A'g — As xs As le morphisme quotient et o : [A|/Gm,s] As le 
morphisme induit par le morphisme difference A| — > Ag, (x, y) 1— > a; — y. Alors on a un 
isomorphisme canonique 

g!C7**[l] ^ 

Demonstration : On a d'une part 

ou j : U > [A|/Gm,s] est I'ouvert quotient de I'ouvert {{x,y) \ x ^ y} de A|, puisque a 
est representable et lisse. On a d'autre part 

ovL est I'immersion ouverte (3x(3: S = SxsS^ A'i;, d'apres la formule de Kiinneth. 
On cherche done a construire un isomorphisme canonique 

L 'immersion ouverte se factorise en 

S^^'B^^Al 

oui :'B ^ Ag est I'image de I'ouvert A| - {(0, 0)} C A|. II suffit done : 

(1) de construire une isomorphisme canonique i*q\j*Q£[l] ^*Qe, 

(2) de montrer que la fleche d'adjonction Qfij^Q^ i*i*q\j*Qe ^st un isomorphisme. 
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Le champ "B admet le recouvrement ouvert S = !BiU!B2 0u!Bi = As y<s S et 
B2 = S Xs As sont tous les deux isomorphes a As, et la restriction du morphisme 
compose 

a I'un ou I'autre de ces ouverts est naturellement isomorphe a 

A's-{liS)}-^Al^As 

oil 1 : — > est la section constante de valeur 1. Par suite, la restriction de i*q\j *Qe[l\ 
a !Bi = As on S2 = ^5 est canoniquement isomorphe a /*V!Q£[1], et done a P*Qi, 
d'apres le lemme 3.2, d'ou le point (1). 

II sufSt de demontrer le point (2) apres le changement de base par le morphisme 
quotient A| A'g. Par suite, d'apres le theoreme de changement de base par un 
morphisme lisse, si on note encore j I'inclusion de I'ouvert U — {{x,y,t) \ xt ^ y} 
dans A| X5 Gni,S) Q la projection canonique de A| X5 Gm,s sur A| et i I'inclusion de 
A| — {(0,0)} dans A|, il ne nous reste plus qu'a demontrer que la fleche d'adjonction 
Q\j*Q£ ~^ i*i*q\j*Qi est un isomorphisme dans -D^(A|, Q^). 

On compactifie la projection q en 



A| XsGm,s A| XsFl 




A| 



et on introduit I'ouvert 

j:U= {{{x, y), (T; U)) \ xT - yV ^ 0} x s P^. 
On a un carre cartesien d'immersions ouvertes 

U AlxsGm,s 

ku n k 

U —r^ A|xsP^ 



et, par adjonction, une fleche 
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Cette fleche est un isomorphisme. En effet, le probleme est local sur A| X5 en 
les points du ferme complementaire de la reunion des deux ouverts A| X5 et U. 
Or, en ces points on est localement dans une situation produit. En effet, on a des 

coordonnccs {x,y,{T]U)) sur A| Xg P;^, A|. Xg A^ est le complementaire du diviscur 
lissc {{T]U) = (0; 1)} U {{T]U) = (1;0)}, U est Ic complementaire du diviseur lisse 
{xT — yU — 0} et ces deux diviseurs lisses se coupent transversalement. On conclut done 
par la formule de Kiinneth. 

On a done des isomorphismes canoniques 

qd*Qi = q.kijMt = iJMMi 
et, comme qo j se factorise par i en 



U 



A|-{(0,0)} 



A|xsP^ 



A| 



on a en fait un isomorphisme canonique 



d'oii le point (2). 



□ 



Demonstration du theoreme 3.1 : On procede comme pour la transformation de 
Fourier-Deligne (cf. [8] (1.2.2)). II s'agit done de construire un isomorphisme 

pri3 , K *) ^ A,Q^[2 - 2r](-r) 

oil pr^g : V X5 X5 V — > V X5 V est le projection canonique, ori 

est induit par le morphisme (fi, w, V2) {{w, vi), {w, V2)) de V Xs XsV dans A| et 
oiiA:V— ^VxgV est le morphisme diagonal. 
On a le carre cartesien 



xs[{VxsV)/Gm,s] 



V X5 XsV 



[A|/G„,s] 



□ 
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ou i/' est induite par le morphisme de X5 V X5 V dans A| qui envoie (w, f 1, V2) sur 
{{w, f 1), {w, V2)) et g' est induite par le morphisme de V'^ F F dans V XgV^ XsV 
qui envoie {w,vi,V2) sur {vi,w,V2)- On deduit de I'isomorphisme du lemme 3.4 et du 
theoreme de changement de base propre un isomorphisme 



Comme a ov' se factorise en 



xs [{V xs V)/G^,s] V xs 

ou s : [{V X5 y)/Gni,s] — ^ V est induit par le morphisme V XsV ^ V qui envoie (vi, V2) 
sur — V2, que pii^ oq' se factorise en 



V"^ xs[{VxsV)/G^^s] 



pr2 



[(l/xsy)/G„,s]-.VxsV 



et que A se factorise en 



A' 



V^[(Vxs V)/G™,s] ^ VxsV, 



oil A' est induit par le morphisme diagonal F — > F X5 F, il suffit de construire un 
isomorphisme 

pr2 ,(Id xs)>*vE'[l] ^ A;Q,[2 - 2r](-r). 
Or, on a un diagramme a carres cartesiens 



[{VxsV)/Q^,s] 

pr2 

[iV XsV)/Gr^,s] 

A' 

V 



Id xs ^r, 



□ 



Pl'2 



□ 



V 



ou i est induit par la section nuUe S ^ V. Par suite, en utilisant de nouveau le theoreme 
de changement de base propre, on voit qu'il suffit de construire un isomorphisme 

pr^, ^i!Q^[2-2r](-r). 

Comme i est representable et une immersion fermee, on obtient un tel isomorphisme 
si I'on montre que pr2 1 est supporte par I'image de i et que, apres changement de 

base par i, on a un tel isomorphisme. 
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Or, pour tout point geometrique s de S' et tout f e V^, f 7^ 0, induisant un morphisme 

(v) : Vg — >• As, w — > {w, v), on a 

Rr,{V^^, {v)*^) - Rr,{As, {v)i{vy^) - Rr,{As, *)[2 - 2r](l - r) = (0) 

d'apres le lemme 3.3, et on a 

(7f^)!(7r^)*a**[l] ^ £!(7r^),(7r^)*a**[l] ^ - 2r](-r) 

ou le morphisme structural 7f^ : — > 5 est le compose de tt^ : — > -B(Gni,s) 
par le morphisme structural s : B{Gm,s) — S. Mais d'apres le lemme 1.4(ii), on a 
un isomorphisme canonique 

ovL g : S ^ -B(Gm,s) est le torseur universel, d'oii la conclusion puisque sog est I'identite 
de S. ' □ 



4. Commutation a la dualite et t-exactitude de la transformation de Fourier 
homogene 

Theoreme 4.1. — // existe un isomorphisme canonique entre les foncteurs 
K ^ ¥omy / s{Dv{K)) et K ^ Dyw {Fowvy / s{K)){-r) 
de L>b(V,Q,)°PP dansD^^iy^Mi)- 

Demonstration : On reprend mot pour mot un argument de Verdier pour la transfor- 
mation de Fourier-Deligne. Par la dualite de Grothendieck, le foncteur 

L»vv oFourv/soL»v : D^{V,Qi) ^ D'^i^'Me) 
est isomorphe au foncteur If* defini par 

3^*(K) = pr:^(pr' K^n-^')[r - 1] 

ou = L>^(*) = /?,Q^ 

Or on a un isomorphisme canonique bi-fonctoriel en K dans D^{V,Qg) et L dans 

i^b(vV,Q^)0PP^ 

Hompb^^ Q^)(Fourvv/5(L),K) = Rom^^^^^ ■^^^{L,3'^{K)) 

puisque pr| est I'adjoint a gauche de pr' et que Ton a I'isomorphisme de Grothendieck 
«cher a Cartan» 

Hom^b(x,Q,)(^ ® L, M) ^ Hom^^b(x,Q,)(^> J{om(L, M)) 

pour tout S'-champ algebrique de type fini et tous K, L, M E obDj?(X, Q^). 

Par suite, 3^^ est un adjoint a droite du foncteur Fouryv /s- Mais, il en est de mcmc du 
foncteur K — > Four^/s (i^)(r) qui est un quasi-inverse de Fourvv/5. Ces deux adjoints a 
droite sont done quasi-isomorphes et le theoreme est demontre. □ 
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Theoreme 4.2. — La transformation de Fourier homogene Fourv/5 est t-exacte. 

Demonstration : Compte tenu du theoreme 4.1, il suflBt de demontrer que, pour tout 
Q^-faisceau pervers K sur V, Fonvy; /s{K) est dans pD^°(V^,Q^), c'est-a-dire que les 
faisceaux de cohomologie perverse P;K*(Fourv/s(i^)) sont tous nuls pour i < 0. 

Posons L = pr* K ® ^i*'^ et demontrons dans un premier temps que L est dans 
P^^>0(^yv V,Q^). On a le devissage 

ou on rappelle que a : -^s 6st I'immersion fermee complement aire de 

I'immersion ouverte /3 : > ^, et on a done aussi le devissage 

pr* K[r-l]^L^ ij*{w* K[r - 1])[-1](-1) ^ 

oni-.'K^ V^XgVest I'immersion fermee induite par I'inclusion {(zw, = 0} C y^xgl/. 
Maintenant, comme K est pervers et que pr est lisse purement de dimension relative 
r- 1, pr* K[r- 1] est pervers et i*i*(pr* K[r-1]) est dans pd[~^'°^(V^ X5 V, Q^) d'apres 
[6](4.1.10)(ii). Par suite, L est bien dans 'pd'^^{V^ Xs V,Q^). 

Pour terminer la demonstration, etudions le complexe 7r!p*L[l] oii on a note encore 
TT :V"^ XsV et p:V^ XsV XgV les changements de base par w"^ : ^ S 

des morphismes n : V ^ S et p : V ^ V. Comme p est lisse purement de dimension 
relative 1, p*-Z^[l] est pervers sur XsV et, comme tt est afiine, 7r!p*L[l] est done dans 
PD^^{V'^,Q^) d'apres [6](4.1.2). De plus, on a 7r!p*L[l] = pr,(L ® p.Q^fl]) d'apres la 
formule des projections et on a un triangle distingue 

Q,^p,Q,[l]^Q,[-l](-l)^. 

Par consequent, on a un triangle distingue 

pr/ L ^ 7rip*L[l] ^ pr/ L[-l](-l) ^ 

oil n\p*L[l] est dans D^^ (V^ , Qi) . En prenant la suite exacte longue de cohomologie 
perverse, on en deduit des isomorphismes 

PJ{*-2 pr/ L(-l) ^ PJ{* pr/ L, Vz < 0. 

Par suite, si Fun des faisceaiix de cohomologie perverse ^IK* de pr/ L — Fourv/s(i^) avec 
i < etait non nul, il en serait de meme de tous les p^K*"^"^ avec n > 0, ce qui contredit 
le fait que Fourv/5(i^) est un complexe borne (cf. CoroUaire 1.9), d'oii la conclusion. □ 

5. Complements 
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5.1. Supposons tout d'abord que S = Spec(Fq) pour un corps fini a q elements ¥q et 
calculous Taction de la transformation de Fourier homogene sur les fonctions « trace de 
Frobenius». 

On note |'V(Fq)| I'ensemble des classes d'isomorphie des objets de la categorie V{¥q) ; 
on a 

|V(F,)| = {0}UP(V)(F,). 
Pour tout K e D^CV^Qi), on note 

tk:|V(F,)|^Q, 

la fonction qui associe avE \V(¥q) \ la trace de Paction de I'endomorphisme de Frobenius 
geometrique Frobg relatif a Fg sur la fibre de K en n'importe quel point geometrique de 
V localise en v. Bien entendu on pose la meme definition pour V^. 

Lemme 5.2. — Pour tout K e L'^(V,Q^) et tout w G |V^(Fg)|, on a 

rFour^/siK)M = ^k{0) - Yl ^K{v)+q tk{v) 

oil on rappelle que H C ¥{y^) Xg f{V) est I'hypersurface d'incidence. 

Preuve : On applique la formule des traces de Grothendicck, soit directement, soit 
a travers la compatibilite de la transformation de Fourier homogene a celle de Fourier- 
Deligne prouvee dans la section 2. □ 

5.3. On revient a la situation generale et on considere la sous-categorie pleine 

definie par la condition (7f°)!i^r = {n°)^K = (0), oii on rappelle que le morphisme projectif 
7f° : V° = F{V) — > S est la projection canonique. Cette sous-categorie est triangulee et 
est sa propre image par la dualite Dp(\/) . 

La proposition suivante est une variante de resultats de Brylinski sur la transformation 
de Radon geometrique (cf. [2]). 

Proposition 5.4. — (i) Pour tout K e oh D^{F{V),Qe), on a {W°)^K = (0) si et 
seulement si la fleche d'oubli des supports 

est un isomorphisme dans D^{V, Q^). 

(ii) Pour tout K e oh D^{¥{V),Qg), on a {W°)^K = (0) si et seulement si 
(7f^°)* Radp(\/)/s(iC) = (0), et la transformation de Radon geometrique Radp(^)/5 induit 
une equivalence de categories triangulees 

de quasi-inverse induit par Radp(yv)/5(r — 2). 

Nous utiliserons le lemme d'homotopie bien connu suivant : 
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Lemme 5.5. — Soit f : X ^ S un S -schema separe et de type fini, muni d'une S- 
action contractante de Gm,s, c'est-d-dire d'un morphisme X5 X — > X, {u^x) ^ u • x 
tel que 1 • x = x et (tu) ■ x = t ■ {u ■ x) quels que soient x E X , t E Gm,s et u E Ag. 
Notons p : X ^ X le champ quotient de X par cette action de Gm,s- Mors, pour tout 
K e obD^(X, Q^) la fleche de restriction 

Up*K^g4p*K\Y) 

au ferme 

g : Y = {x E X \ t ■ u = X, VtG Gm,s} — >■ "S" 
des points fixes de cette action, est un isomorphisme. 

Demonstration : Par devissage de K en un complexe nul sur ^ = [y/Gm.s] C X et un 
complexe supporte sur on pent supposer que la restriction de K a y est nuUe, et il 
s'agit alors de demontrer que f^p*K — (0). 

Soit T : X5 X — > A^ X5 X Tendomorphisme defini par t{u, x) = {u,u ■ x). On a 
un isomorphisme evident entre les restrictions des complexes pr^^^ p*K et r* pr^ p*K a 
I'ouvert Gm,s X5X C A^ XsX , et comme la restriction de i^T a ^ est nulle par hypothcsc, 
il en est de meme de la restriction de r* pr^^ p*K au ferme X ^ A^ Xs X, a; (0, x). 
On en deduit I'existence d'une fleche 

T*pr^p*K^pr^p*K 

sur A^ X5 X tout entier dont la restriction a Gui,s >^s ^ est un isomorphisme. Par 
adjonction, cette fleche nous donne une fleche 

prx P*K T* pr3^ p*K 

et done une fleche 

(*) (P^A^)* Pr^ P*K (piA^)* pr^ P*K 

puisque pr^i or = pr^i . 

D'apres la formule de Kiinneth, le complexe (prAi)*pr3(^ p*K est I'imagc rcciproque 

du complexe f^,p*K par la projection canonique A;^ — ^ 5" et la formation de la fleche (*) 
commute a la restriction a toute section S — > A^ de cette meme projection canonique. II 
ne reste plus qu'a remarquer que la restriction a la section 1 : S' — > A^ de (*) est I'identite 
alors que celle a la section : 5 — > A^ est nulle pour conclure que f*p*K = (0). □ 

Demonstration de la proposition 5.4 : Notons encore j I'inclusion de V° dans V et 
p° : V° F{V) le morphisme quotient. La fleche d'oubli des supports de I'enonce est un 
isomorphisme si et seulement si la fleche d'oubli des supports 



jip*K j*p*K 
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est un isomorphisme dans D^{V, Qi). Le lemme d'homotopie precedent applique k j^K e 
obD^(V, Q^) assure que cette derniere fleche d'oubli des supports est un isomorphisme si 
et seulement si 7r°p*K = 7r^j^p*K = (0) ou 7r° = tt o j : V° ^ S. 
On a 

7r:p*K=(7f°).(K0p.Q^) 
d'apres la formule de Kiinneth, puisque p est un Gm,s-torseur, d'oii un triangle distingue 

(7f°).ir ^ 7rlp*K ^ (7f °),K[-1](-1) ^ . 

Par suite, 7r°p*K = (0) si et seulement si la fleche de co-bord 

(7f°),K[-l](-l)^(7f°).K[l] 

est un isomorphisme, c'est-a-dire si et seulement si {tv°)^K = (0) puisque ce dernier 
complexe est borne, d'oii I'assertion (i) de la proposition. 
Passons a la demonstration de I'assertion (ii) . On a 

(7f^°),Radp(y)/5(i^) = (7f^°)*(g^)*?*K[r - 2] 

= {W°),q,q*K[r - 2] 

r-2 

= 0(7f°).K[r-2-2i]H), 

i=0 

et done (7f^°)* Radp(x^)/5(K) = (0) si et seulement si (7f°)*K = (0). 
Si (7f°)*K = (0), on a 

(i^)*Fourv/s(j!K) ^ Radp(,.)/s(K)(-l) 

d'apres la proposition 1.6, et done 

j* Fourvv/5(0-^)!0-^)* Fourv/sO'.K)) ^ Radp(yv)/5(Radp(,.)/5(i^))(-2) 

d'apres ce qui precede et encore la proposition 1.6. Or on a le triangle distingue 

j* Fourvv/5((j^)!(j^)* FouTy/sijiK)) f Fourvv/5(Fourv/sO'!i^)) 

et on a 

j*Fourvv/s(Fourv/s(i!i^)) = K{-r) 
d'apres le theoreme 3.1, et 

j* Fourvv/5((i^)*(i^)* Fomy/sUiK)) = j*TT*{iy)* Yovi^y / s{jiK)[r] = j*7r*7rdiK[2r] 
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d'apres des cas particuliers du lemme 1.7 et la proposition 1.8. Comme le morphisme 
deduit de TT o j : F(V) B{Gm,s) par le changement de base S — > -B(Gm,5) est 
le morphisme structural 7r° : V° ^ S qui se factorise en le morphisme quotient 
p° :V° ^ F{V) et 7f° : F{V) S, il resulte de I'hypothese {W°)^K = (0) que TTijiK = (0), 
et done que 

Radp(vAV)/5(Radp(v)/5(K)) = K{2 - r), 
et I'assertion (ii) est demontree. □ 

Lemme 5.6. — (i) La sous categoric strictement pleine S de Perv(P(V^), Q^) definie 
comme I'image essentielle du foncteur exact 

(7f°)*(-)[r - 1] : Perv(^,Q,) ^ Perv(P(y), Q,), 

est une sous- categoric de Serre, c'est-d-dire est stable par sous- quotients et par exten- 
sions. 

En particulier, tout Q^^-faisceau pervers K sur P(y) admet un plus grand sous-faisceau 
pervers {resp. faisceau pervers quotient) qui provient de S et qui n'est autre que 

(7f°)*(P:Ki-^(7f°),ir)[r -1]-^K 



{resp. K ^ (7f°)'(PJ{^-^(7f°),K)[l - r] = (7f°)*(PJ{^-^(7f°),K)[r - l](r - 1) ) 

oil Vinjection {resp. la surjection) est induite par la fleche d'adjonction (7f°)*(7f°)* — >• id 
{resp. id (7f°)'(7f°)*). 

(ii) Notons 

T(P(y),Q,) =Perv(P(y),Q,)/S 

la categoric ahelienne quotient au sens dc Scrrc {cf. [10] Chapitrc III), ohtcnue cn 
invcrsant dans la categoric ahelienne Perv(P(F), Q^) les morphismes dont les noyau et 
conoyau sont dans S. Alors les objets simples de J'(P(V),Q^) sont exactement les objets 
simples de Perv(P(y), Q^) qui ne sont pas dans §. 

(iii) Un Qj^-faisceau pervers K sur ¥{V) est dans § si et seulement si {p°)*K[l] 

est isomorphc dans Perv(y°,Q^) a {p°)*K'[l] pour un objct K' dc §, c'cst-d-dirc si et 
seulement si {p°)*K[l] est isomorphc a {iT°)*M'[r] pour un objct M' de Perv(5', Q^), et 
on a I'inclusion 

(7r°)*(obPerv(S(G„,,5),Qf))H C obS 

oil on a note encore par tt° : F{V) — >• -B(Gni,s) morphisme induit par le morphisme 
structural tt° : V° ^ S . 
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Demonstration : Mis a part Fassertion de stabilite par extensions, la partie (i) du 
lemme est demontree dans la section 4.2.6 de [6]. 

Pour tout couple (Mi, M2) de Q^-faisceaux pervers sur S, le foncteur (7f°)*(-)[r — 1] 
exact induit un isomorphisme 

Ext^(Mi,M2) ^ Ext\(7f°)*Mi[r - 1], (7f°)*M2[r - 1]) 

puisque I'on a 

Ext^((7f°)*Mi[r - 1], (7f°)*M2[r - 1]) = Ext^((7f°)*Mi, (7f°)*M2) 

= Ext'(Mi,(7f°),(7f°)*M2) 

= Ext^(MiM2 (8) (7f°)*Q£) 

r-l 

= Ext\Ml,0M2[-2^](-^)) 



r-l 



= 0Exti-2^(Mi,M2(-i)) 

i=0 

= Ext^(Mi,M2). 

Par suite, S est stable par extensions , ce qui acheve la preuve de la partie (i) du lemme. 

La partie (ii) est formelle : elle vaut pour toute categoric quotient au sens de Serre 
d'une catcgorie abelienne noetherienne ct artinienne. 

Enfin, la premiere assertion de la partie (iii) resulte de I'isomorphisme evident 

et la seconde assertion resulte de la premiere puisque le morphisme deduit par le 

changement de base S — > B{G^^s) du morphisme 7t° : F{V) B{G^^s) est le morphisme 
structural 7r° : V° ^ S et se factorise done en p° : V° ^ F{V) et 7f°': F{V) S. □ 

On dira que les objets de S sont les Q^-faisceaux pervers sur ¥{V) qui proviennent de 

S. 

Bien entendu, on pent remplacer V par V"^ dans ce qui precede ct on obtient la sous- 
categorie epaisse et stable par extensions §^ de Perv(P(y^), Q^) dont les objets sont 
ceux qui proviennent de 5', et la categoric abelienne quotient au sens de Serre 

y(P(y^),Q,) = Perv(P(F^),Q,)/S^ 

Proposition 5.7 (Brylinski [2]). — (i) Si K est un Qf-faisceau pervers surF{V), alors, 
pour chaque entier i 0, le i-eme faisceau de cohomologie perverse de Radp(y)/5(i^) 
provient de S , plus precisement est canoniquement isomorphe d 

En particulier, Radp(^)/5(K) est pervers si 
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(ii) Le foncteur PJ{^Ra.dp^v)/s ■ Perv(P(V), Q^) ^ Perv(P(FV), Q^) envoie la 
sous-categorie S dans la sous- categoric et induit done un foneteur note !Jip^v)/s 
de la categorie abelienne J'(P(V),Q^) dans la categoric abelienne T(P(F^),Q^). Ce 
foneteur ^^(yy s exact et est une equivalence de categories abeliennes de quasi-inverse 
%'{y^)/s{f - 2). 

Demonstration : Si X G ob Perv(P(V), Q^), le complexe (j^)* Four^/sO'ii^) est dans 
PD^''(P(y°), Q^) puisque j\ est t-exact a droite et que Youxyjs ^st t-exact d'apres le 
theoreme 4.2. Le triangle distingue de la proposition 1.6 donne done les isomorphismes 
cherches pour i > 0. 

Dualement, on a le triangle distingue 

Radp(,.)/5(K) ^ (i^)*Fourv/s(j;K)(l) ^ (7f^°)*(7f°),K[r - 1] ^ 

et le complexe (j^)* Fourv/5(j*-ftr) est dans pD^'^(P(\^°), Q^), d'ou les isomorphismes 
cherches pour i < et I'assertion (i) est demontree. 
Le calcul 

Radp(v)/s((7f°)*M[r - 1]) = (Q^),Q*(7r°)*M[2r - 3] 

= (g^)*(g^)*(7f^°)*M[2r-3] 
= (7f^°)*M(g)(9^),Q^[2r-3] 

r-2 



- 0(7f^°)*M[2r - 3 - 2i](-i) 



i=0 



implique la formule 



Rad,(v,/.((^°)'M[r - 1]) = j (^P'""^' " " "f = P""' 

'''^^ ^ ^ [(0) SI r est impair, 

pour tout Q^-faisceau pervers M sur 5', et done I'inclusion 

PJ{°Radp(y)/5(ob§) C obS^. 

Compte tenu du triangle distingue de la proposition 1.6 et de la partie (iii) du lemme 
5.7, on a aussi I'inclusion 

PJ{°(j^)*Four^/5(j!(obS)) C obS^ 

et le foneteur induit par p^K" oj^^y oYonxv/s °j\ de T(P(y), Q^) dans T(P(y^), Q^) n'est 
autre que ^p(v)/s- On conclut en raisonnant comme dans la demonstration de la partie 
(ii) de la proposition 5.4. □ 
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CoROLLAiRE 5.8 (Brylinski [2]). — (i) Si K est un Q^-faisceau pervers irreductible 
sur P(y) qui ne provient pas de S, le faisceau pervers L = p^K^ Radp(v^)/5(i^) sur F(y) 
admet une filtration a trois crans 

(0) = Lo C Li C L2 C L3 = L 

telle que Li et I/3/L2 proviennent de S et que L2/L1 soit un Q^-faisceau pervers 
irreductible SMrP(y^). 

(ii) Si K est un Qi-faisceau pervers irreductible sur ¥{V) tel que {W°)^K = (0), 
alors Radp(v^)/5(i^) est un Q^-faisceau pervers irreductible sur F{V^). 

Demonstration : L'assertion (i) resulte de I'assertion (ii) de la proposition 5.7 puisque 
celle-ci assure que toute suite de Jordan-Holder de L admet un et un seul sous-quotient 
qui ne provient pas de S. 

On salt deja que 'Ra,dp(^v)/s{K) est pervers d'apres I'assertion (i) de la proposition 5.7. 
Considerons une filtration 

(0) = Lo C Li c L2 C L3 = L = Radp(v.)/5(K) 

comme dans I'assertion (i) deja demontree. Si Li — {w'^°)*Mi[r — 1] pour un Q^-faisceau 
pervers Mi sur 5, on a 

Hom(Li, L) = Hom(Mi[r - 1], (7f'^°)*L) 

dans D^{S,Q£). Par suite, on a Hom(Li,L) = (0), et done necessairement Li — (0), 
puisque (7f^°)*L = (0) (cf. I'assertion (ii) de la proposition 5.4). Comme les hypotheses 
sur K sont auto-duales, on voit de meme que L/L2 = (0), d'oii le coroUaire. □ 
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